
Teoria przestrzeni Hilberta

Lista 5 (operatory zwarte)

De�nicja. Operator K ∈ L(H1, H2) nazywamy operatorem zwartym je±li dla ka»dego ci¡gu
{xn} ⊂ H1 takiego, »e ‖xn‖ = 1, ci¡g {Kxn} posiada podci¡g zbie»ny w H2.

Zad 1. Pokaza¢, »e operator sko«czonego rz¦du jest operatorem zwartym, natomiast oper-
ator identyczno±ciowy na przestrzeni niesko«czenie wymiarowej nie jest zwarty.

Zad 2. Wykaza¢, »e

a) suma dwóch operatorów zwartych jest operatorem zwartym,

b) iloczyn dowolnego operatora z operatorem zwartym jest operatorem zwartym,

c) operator jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy operator do niego sprz¦»ony jest zwarty,

d) ci¡g zbie»ny operatorów zwartych jest zbie»ny do operatora zwartego.

Zad 3. Czy w przestrzeni niesko«czenie wymiarowej operator odwracalny mo»e by¢ opera-
torem zwartym?

Zad 4. Udowodni¢, »e operator a ∈ L(`2) mno»enia przez ci¡g {a(n)}n∈N jest zwarty wtedy
i tylko wtedy, gdy ci¡g {a(n)}n∈N jest zbie»ny do zera.

Zad 5. Pokaza¢, »e operator Hilberta-Schmidta, tj. taki operator, którego macierz [aij]
∞
i,j=1

w pewnej bazie ortonormalnej speªnia warunek
∞∑
i=1

∞∑
j=1

|aij|2 <∞,

jest operatorem zwartym.

Zad 6. Pokaza¢, »e operator caªkowy T : L2[a, b]→ L2[a, b] zde�niowany wzorem

(Tx)(s) =

∫ b

a

K(s, t)x(t)dt

gdzie K ∈ L2([a, b]× [a, b]), jest operatorem zwartym.

Wskazówka: Pokaza¢, »e T jest operatorem Hilberta-Schmidta.

Zad 7. Pokaza¢, »e operator A : L2[a, b]→ L2[a, b] mno»enia przez funkcj¦ a(t) ∈ C([a, b]):

(Ax)(t) = a(t)x(t)

jest operatorem zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy a(t0) = 0, dla pewnego t0 ∈ [a, b].

Zad 8. Zaªó»my, »e AB jest operatorem zwartym, gdzie A, B ∈ L(H). Czy st¡d wynika, »e:

a) oba operatory A i B s¡ operatorami zwartymi,

b) co najmmniej jeden z operatorów A lub B jest operatorem zwartym.

Zad 9. Które z poni»szych stwierdze« dla operatorów zwartych w przestrzeni niesko«czenie
wymiarowej s¡ prawdziwe?

a) Ka»dy operator zwarty jest operatorem Hilberta-Schmidta.

b) Istnieje operator zwarty z domkni¦tym obrazem.

c) Obraz ka»dego operatora zwartego jest domkni¦ty.

d) Obraz ka»dego operatora zwartego nie jest domkni¦ty.

e) Istnieje operator zwarty ze sko«czenie wymiarowym j¡drem.

f) J¡dro ka»dego operatora zwartego ma wymiar sko«czony.


